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Resumen
Cuando se deja caer una barra que pivotea por una de sus puntas, el extremo libre, bajo ciertas condiciones, cae con una
aceleracion vertical mayor que g. Esta es una demostracién sorprendente que se conoce desde hace tiempo. En este
trabajo presentamos un experimento simple que permite medir con precision el movimiento de caida del extremo libre y
comparar los resultados experimentales con las predicciones teoricas.

Palabras clave: Caida libre, rotacion de un cuerpo rigido, experimentos de bajo costo, Tecnologias de la Informacidn y
la Comunicacion (TIC’s).

Abstract
When we drop the free end of a bar that pivots on the other end, under certain conditions, the vertical acceleration of the
free end is greater than g. This is a striking demonstration that has been known for some time. Here we present a simple
experiment to measure accurately the movement of the free end of the bar and compare the experimental results with the
corresponding theoretical predictions.
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I. INTRODUCCION

Desde los albores de la fisica, el movimiento de caida libre
no ha dejado de cautivar a legos y expertos. Alun hoy, en
cualquier clase de fisica la discusion de la caida de los
cuerpos, con la recreacion de los argumentos de Aristoteles
y Galileo, es un tépico disparador de avidas discusiones [1].
Ademés es un tema clasico que brinda la oportunidad de
estimular el interés de los estudiantes por la ciencia y
plantea la necesidad de cuestionar nuestros preconceptos.
[2].

Una demostracion que puede contribuir a llamar adn
mas la atencion de los estudiantes por estos topicos, es la
observaciéon de que existen objetos que caen con
aceleracion mayor que g, la aceleracion de caida de un
cuerpo libre en ausencia de roce.

La observacién que un objeto caiga mas lentamente que
otro en caida libre, puede ser entendido intuitivamente
apelando a los efectos de roce. Sin embargo, cuando un
cuerpo cae mas rapido que otro en caida libre, nos
sorprende y este hecho desafia nuestra intuicién.

En la Fig. 1 se ilustra esta demostracion clésica [3, 4, 5,
6] consistente en una barra con un extremo que puede
pivotear de un gozne, libre de roce. Bajo ciertas
condiciones, el extremo libre cae con una aceleracion cuya
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componente vertical es mayor que g [3, 4]. Es posible
visualizar esta demostracion en videos [7] y applets de
simulacion [8]

Cuerpo Reglade

Extrem . .
tremo libre referencia

libre

Pivote

FIGURA 1. Esquema del experimento para estudiar el
movimiento de caida de una barra que pivotea, con roce
despreciable, de uno de sus extremos.

El objetivo de este articulo es desarrollar un experimento
simple y de bajo costo, que permite realizar mediciones
cuantitativas del movimiento de caida de la barra y
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comparar los resultados experimentales con los modelos
tedricos pertinentes. Creemos que esta propuesta puede ser
de utilidad para ampliar la lista de experimentos simples,
faciles de realizar y con interesantes desafios, adecuados
para estudiantes de los cursos introductorios de fisica
universitaria.

Existen al menos dos formas posibles de realizar este
experimento. La mas comun consiste en apoyar el cuerpo en
el extremo libre de la barra y observar que en algin
momento de la caida, el cuerpo “se despega” de la barra.
Esto ocurre cuando la aceleracion de la barra supera a la del
cuerpo en caida libre, o sea es mayor que g [3, 4, 5]. Otra
forma de realizar este experimento, y es la que estudiamos
en este articulo, es cuando se hace que el cuerpo y la barra
caigan en forma independiente uno del otro. En este caso se
observa directamente cuando la barra se adelanta al cuerpo
es su caida.

Il. MODELO TEORICO

Consideremos el movimiento de una barra, con uno de sus
extremos fijo a un pivote sin roce, que se libera de una
cierta altura, caracterizada por el angulo 6,, (ver Fig. 2).
Para fijar ideas supondremos que la barra tiene longitud L y
masa m. Suponemos que la distancia del pivote al centro de
masa de la varilla es A.L, con 4 < 1y su momento de
inercia respecto del pivote es | = gmL% Para una barra
uniforme 4 =1/2 'y = 1/3. El Unico grado de libertad de la
barra es su orientacién que viene determinada por el
anguloé, medido a partir de la linea horizontal que pasa por
el pivote.

Las fuerzas ejercidas sobre la varilla son su peso mg y la
fuerza de reaccion F del pivote. En la Fig. 2 se muestra un
diagrama esquematico de dichas fuerzas.

Pivote

vertical

FIGURA 2. Diagrama de fuerzas sobre la barra que cae. La
distancia del pivote al centro de masa (cm) es A L. EI momento de
inercia de la barra respecto del pivote es AmL? F es la fuerza de
reaccién del pivote sobre la barra.
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Para analizar los torques tomamos el pivote como punto de
referencia. El torque neto (momento neto) sobre la barra es:

7= ALmg coso. (D)

La ecuacién de movimiento de la barra es:

2

d-o
r=la=1 d—zzﬂ,ng cosé. )
t

En esta expresion « =dw/dt es la aceleracion angular de
labarray w=d@/dt su velocidad angular. Por lo tanto:

d%o

o=
dt?

A 2
= —Lg cosé = w;, cos O, 3)

siendo(ogzﬂg/ﬂL, una constante que depende de la
forma geométrica de la barra y del valor de g. Para una
barra uniforme, g =3g/2L . Integrando esta ecuacion
obtenemos:

o’ (t) = 207 (send, — sene) +wf, (4)

siendo 6, y axp los valores de angulo vy la velocidad angular
inicial (t = 0) de la barra, respectivamente. Esta ecuacion
diferencial no puede resolverse analiticamente por métodos
elementales, sin embargo su solucion, es decir &t), puede
expresarse en términos de integrales elipticas (Apéndice A)
[9]. Con las computadoras modernas es sencillo integrar
numéricamente la ecuacion (Ec.) (4) y obtener los valores
de At) que pueden compararse con los valores medidos
experimentalmente, como asi también los tiempos de caida
en funcion de 6.

Otra alternativa para llegar a la ecuacion de movimiento
de la barra es utilizar consideraciones energéticas. La
energia mecanica es la suma de las energias potencial y
cinética, siendo la energia potencial de la barra, Ep,
equivalente a la que tiene una masa puntual m que esta a
una altura ALsen(é). Esto es:

Ep, = mg ALsend. (5)

La energia cinética K de la barra, corresponde a un cuerpo
de momento de inercia | (=pmL?) en rotacion alrededor del
pivote.

K:EIa)Zzg(ﬁmLz)a)z. (6)

Por lo tanto:

http://iwww.lajpe.org



1
EO=Ep+K:mg/lLsen0+E(,BmL2)a)2. @
Sient=0: dé/dt=w,, y 0 =6,, tenemos:
1
E, = mgAL send), + 5(ﬁml_z)a)go. ®)

De estas dos Ultimas ecuaciones obtenemos nuevamente la
ecuacion de movimiento (4).

Es interesante destacar que fisicamente, el movimiento
de la barra pivoteando en un eje horizontal (Fig. 2) es
esencialmente la ecuacién diferencial de un péndulo fisico.
Sin embargo, resulta llamativo que la ecuaciéon de
movimiento que estudiamos en este trabajo, Ec. (3), difiera
de la correspondiente a un péndulo fisico [9]. La razén de la
aparente diferencia, esta en la forma de definir el angulo.
En el caso del péndulo el &ngulo se mide a partir del eje
vertical que pasa por el pivote, angulo ® = @ + A2 en la
Fig. 2. Recordando que cos@= -sen (8 + z/2), la Ec. (3) se
puede escribir como:

— = —a)g Seno, 9

que es la ecuacion diferencial del un péndulo [9]. Es
interesante sefialar que para el péndulo, usualmente estamos
interesados en estudiar el caso de pequefias elongaciones
(@=0) donde la Ec. (9) tiene solucidn analitica, ya que en

este caso vale la aproximacion sen® =@. En el caso de la
barra, nuestro interés se centra en las grandes oscilaciones,
donde (@>2).

A. Integracién de la ecuacion de movimiento

Para calcular @ (t) proponemos un método numérico de
facil aplicacion con cualquier hoja de calculo en una
computadora. La idea es determinar el intervalo de tiempo
At que tardd la barra en desplazarse un angulo 40 =6-6,;.
De este modo es posible determinar el instante t; en el que
la barra alcanza un &ngulo 6.

Para ello, en la primera columna de la hoja de calculo
escribimos 6, variando desde 0 al valor &, en pasos de una
décima de grados o menos. Usando la Ec. (4), en la segunda
columna calculamos el valor (@) correspondiente al valor
de 6 de dicha fila. En la tercera columna calculamos el
valor de At = A0/ w(B), para ir de un valor de 8a G+A46 (de
una fila a la siguiente). En la cuarta columna, se suman los
incrementos de tiempo, partiendo de t=0 para el &ngulo &,
De este modo en la columna cuarta tenemos el tiempo t, en
la primera &t) y en la segunda «(t). El proceso descrito
puede implementarse facilmente utilizando cualquier
planilla de céalculo, o bien puede bajarse de Internet un
ejemplo en Excel [10].
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B. Movimiento vertical del extremo libre de la barra

Comparamos el movimiento de la barra con un cuerpo en
caida libre, a lo largo de una direccidn vertical (eje y).
Resulta de interés analizar la aceleracién tangencial, a; del
extremo libre de la barra [7, 8]. En el caso de la barra, esta
aceleracion se puede escribir como:

a- —al. (10)

Siendo « la aceleracién angular dada por la Ec. (3). Esta
aceleracion es perpendicular a la barra. De la Fig. 2, se
desprende que la componente vertical de la aceleracion del
extremo libre de la barra es:

a,=arcosfd=L @ cos’ 6. (11)

Para una barra uniforme, vemos que su extremo libre cae
con una componente vertical de su aceleracién:

3
a, (extremo) = 5 g cos? 0. (12)

12
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FIGURA 3. Las cruces (rojas) corresponden al movimiento de un
cuerpo en caida libre. La linea continua (azul), describe el
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movimiento vertical del extremo de una barra que pivotea
alrededor del otro extremo. En el panel superior se comparan
ambos movimientos para un angulo inicial 8 = 88° (= n/2). En el
panel medio tenemos el caso de 8= 45°y en el panel inferior, para
un angulo inicial = 18°(n/10).

Para cos@>+2/3, es decir #<35°, vemos que la
aceleracion vertical del extremo de la barra es mayor que g.
Si la barra se suelta a partir de un angulo inicial 6,< 35°,
con seguridad la barra llegara primero al piso que un cuerpo
libre cayendo desde la misma altura. Sin embargo, para que
la barra llegue al piso primero, no es necesario que la
aceleracion vertical de la barra sea todo el tiempo mayor
que g. Solo es necesario que en promedio lo sea. Eso hace
que adn para angulos 48° > ¢ > 35° la barra llegue al piso
antes que un cuerpo en caida libre, como se ilustra en las
Figs. 3y 4.

Es interesante observar asimismo, que el centro de masa
de la barra cae con una aceleracion vertical:

3
a,(cm)=-—g cos? 6, (13)
4

gue siempre es menor que g. Esto estd de acuerdo con el
hecho fisico que en el caso de la barra, esta esta siendo
solicitada por una fuerza menor a su peso, mMas
precisamente por mg-F,. De manera analoga, para una barra
no uniforme,

ﬂ,z
a,(cm)= ? g cos® 0, (14)

gue siempre serd menor que g, ya que se puede demostrar
que °<f.

En la Fig. 3 se muestran los resultados de la integracion
de la Ec. (4), partiendo de un &ngulo inicial cercano a 90°
(n/2), y para 6 = /10 (18°). En cada grafico se compara el
movimiento vertical del extremo libre de la barra y el de un
cuerpo en caida libre. Se puede comprobar que para
angulos menores a 48° (0,733) el extremo libre de la barra
llega al suelo antes que una bola en caida libre desde una
alturay = L.sen 6, [8] como se ilustra en el panel medio de
la Fig. 3. En esta figura, se utilizd6 como eje vertical la
variable adimensional y/L y como eje horizontal la variable

adimensional 7= ay.t. En ese sentido, el tiempo Tl0 =1 ay

:JZL/Bg , determina la escala temporal del problema. En

otras palabras, la longitud de la barra debe ser seleccionada
para poder observar el fendmeno adecuadamente con los
instrumentos disponibles. Para una barra de 3m, este tiempo
es 1/ ay = 0.45s, lo que permite filmar cobmodamente el
fenémeno con una camara que tome unos 30 cuadros por
segundos. En la Fig. 4 se comparan los tiempos de caida de
una barra de 3m, como funcidn del angulo inicial &, con el
tiempo de caida de una bola que cae desde la misma altura
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que el extremo libre, con aceleracién g. Los detalles del
calculo de caida de la barra se presentan en el apéndice A.

1.0
_ Barra
0.8 +
s | 1
T~ 05¢ Bola en caida
r libre
0.3+
F 47.9°
0.0 =t

0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90
6 (grad)

FIGURA 4. Comparacion de los tiempos de caida de una barra
uniforme de longitud L = 3m en funcion del angulo inicial de la

barra con la horizontal &, con el tiempo de caida de un cuerpo en
caida libre, desde la misma altura que el extremo de la barra.

De esta figura se ve que para un angulo inicial menor a
47.9° la barra caerd més rapido de un objeto en caida libre
desde la misma altura que el extremo de la barra. Es
interesante notar que este &ngulo es el mismo
independientemente de la longitud de la barra.

I11. EXPERIMENTO

El experimento consta de dos partes. En la primera se dejé
caer una barra que pivotea en un extremo y se compara su
movimiento con el modelo teérico propuesto. En la segunda
parte, se deja caer simultdneamente una barra y una bola
maciza de madera, de didmetro d ~3cm. La barra estd
apoyada sobre el suelo por su extremo inferior y el roce en
el extremo apoyado al piso acttia como pivote.

La bola se ubica a la misma altura que el extremo libre
de la barra. En ambos casos, se filman con una cdmara
digital en modo video y se analizan con algin programa
que permita visualizar cuadro a cuadro las imagenes
filmadas. En el plano de movimiento de la barra, se
introducen objetos de dimensiones conocidas, que se
emplea para definir la escala de los fotogramas [12].

La bola utilizada es de pequefio volumen y masa
considerable, con la finalidad de que pueda despreciarse el
rozamiento mientras cae en el aire desde una altura inferior
a los 2m. Se utilizaron dos barras uniformes de madera de
2.5cm x 5cm y longitudes L;= 3.06m y L, =1.83m. Para
estas barras uniformes, sus centros de masa coinciden con
los centros geométricos de las mismas y sus momentos de

. . . 1
inercia respecto del pivote son | =—-M L*. Sobre las
3

varillas se trazan marcas a distancias conocidas para fijar
escalas de referencias y luego se utilizan para determinar
las dimensiones y fijar posiciones en los fotogramas.

http://iwww.lajpe.org



El experimento se filmé con una cédmara Canon
PowerShotA 480 que filma 30 cuadros por segundo. Los
videos se analizaron con el programa Logger Pro 3.7 de
Vernier® [11]. Cabe mencionar que se obtendrfan resultados
similares si se utilizan programas de uso libre tal como
Tracker o Physics Tool Kit [13, 14]. En las Fig. 5 se
muestran dos fotogramas del experimento.

BF xtremo barra

> llmlialled] = ll==pl

FIGURA 5. En la figura superior el fotograma que muestra la
bola y la varilla de madera cuando comienzan a caer. La bola y el
extremo de la varilla estan a la misma altura respecto del suelo y
el angulo inicial de la barra es 32°. En la figura inferior, se observa
que durante la caida, el extremo de la varilla avanza mas rapido
que la bola.

IV. RESULTADOS

En los fotogramas de la Fig. 5 se observa que dejando caer
simultdneamente una bola de madera y una barra del mismo
material, esta Ultima llega al piso primero, ambas partiendo
con velocidad inicial nula.
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En la Fig. 6 se muestran los resultados obtenidos al

dejar caer una barra de L = 1,82m con un angulo inicial &,
~7t/2.

1.6
1.4 4

1.0 4
0.8 4
0.6 +

0 (rad)

— Teoria

O Experimento

0.0 F————
0 05

4

JEN

t(s) 15

FIGURA 6. El grafico muestra como varia el angulo que forma
una barra de longitud L con el suelo cuando pivotea en un extremo
con 0y ~ /2. La linea azul corresponde al modelo tedrico y los
puntos, a los datos experimentales.

En las Figs. 6 y 7 se compara el movimiento de la barra con
el correspondiente modelo teérico para dos angulos
iniciales distintos. En la Fig. 8 se muestran y comparan los
datos del movimiento de la barra con los de una bola en
caida libre.

0.40
0.35
0.30
0.25
0.20

4 (rad)

0.15

0.10

— Teoria

0.05 +

O experimental
0.00 f f f

0 0.1 0.2 0.3 0.4
t(s)

FIGURA 7. Se compara el modelo tedrico con los datos
experimentales para una barra que cae con velocidad inicial nula 'y
angulo 6,= 0,340 (= 19.59).

En todos estos casos se observa que el modelo tedrico,
Ec.(4) describe muy bien los datos experimentales.

En los fotogramas de la Fig. 5 y en el grafico de la Fig.
8, se puede observar que la barra cae mas rapido que la
bola, tal como predice el modelo propuesto.
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1.2 q
1.0 0p=19.5°
' L=3.05 m
0.8
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0.4 x‘@
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FIGURA 8. Los cuadrados (azules) corresponden a los datos
experimentales de la barra y los circulos (rojos), al movimiento de
la bola.

V. CONCLUSIONES

Este trabajo ilustra la realizacién de un trabajo experimental
accesible a estudiantes de nivel terciario y universitario de
fisica béasica. El trabajo muestra un efecto curioso y al
mismo tiempo, es un desafio lograr explicarlo. EI modelo
tedrico es simple, y aunque para poder comparar los
resultados tedricos con los experimentales se requiere
integrar numéricamente las ecuaciones, se utiliza un
método simple que puede ser facilmente realizado en
cualquier hoja de calculo.

Los materiales necesarios son de facil adquisicion y
estan disponibles en cualquier laboratorio escolar, y
permiten aprovechar las ventajas de las TIC’s para ensefiar
y aprender Fisica.
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APENDICE A

Tiempo de caida de la barra

Para calcular el tiempo de caida de la varilla, partimos de la
Ec. (4) con ang = 0, es decir suponemos que la barra parte

del reposo. Si expresamos esta ecuacién en términos del
angulo @= @+72, tenemos,

do
o (t)= d— = «/Ea)o afcos@ —C0s Q. (15)
t

El tiempo de caida de la barra, desde el &ngulo &, hasta @ =
71/2 se denota con T,(6}) y viene dado por:

1
T1(®0)=\Eiwj@;2d®/1fcos® —c0s®,. (16)
%o

Si utilizamos la relacién cos® =1—2sin?®/2 y hacemos
la sustitucion sing =sin(®/2)/sin(®,/2) , tenemos:
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T,(0,) :\;Ef%lquﬁ/«/l— k%sen’g, 17
0

donde k = sin(&, /12 y sing, :1/(\/2_k). Esta expresion

puede escribirse en términos de Integrales Elipticas
Incompletas de Primera Especie [4]:

F gy k)= I d¢/~/1—k23en2¢, (18)
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Experimentos con objetos que caen con aceleracion mayor que g
esto es:

T,(0,) =T, [F(x/2,k) — F (4, k)]- (19)

Existen tablas que dan los valores de estas funciones y
programas que las calculan. [15, 16] Aqui hemos

introducido la variable T, =1/ e, =/2L/3g .
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